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RESUMEN

La restauracion digital de imégenes, definida como el arte
de mejorar la calidad de las imégenes, ha logrado un am-
plio desarrollo en los dltimos anos, alcanzando un alto nivel
de popularidad, desde que se utilizaron métodos matemati-
cos y computacionales para restaurar las imégenes distor-
sionadas, enviadas por el telescopio Hubble; sin embargo,
las imagenes no siempre son afectadas de manera total, al-
gunas sufren pérdida de informacién en algunas regiones,
otras simplemente son afectadas por el paso del tiempo,
por tanto, es necesario establecer técnicas que permitan
restaurar iméagenes, en las cuales, el dano no es reversible,
mediante un filtro aplicado sobre toda la imagen. En este
trabajo, se establece un método que permite detectar las re-
giones danadas en la imagen, realizar un proceso de restau-
racién, basado en ecuaciones diferenciales parciales, sobre
las regiones danadas, logrando, de este modo, construir la
imagen recuperada. El método propuesto en este escrito po-
dré ser aplicado para la restauraciéon de imagenes en blanco
y negro, a color e, incluso, imagenes de obras de arte.

Palabras clave: Andlisis numérico, procesamiento de imége-
nes, ecuacion del calor.

SUMMARY

Inpainting, art of improving the image quality, has achieved
great development in recent years, reaching a high level
of popularity after the restoration of images sent by the
Hubble telescope, through mathematical methods and
computational tools. However, the images are not always
totally affected, suffering some loss of information in some

areas, others simply are affected by the passage of time, so
it is necessary to establish techniques to restore images in
which the damage is not reversible using a filter applied to the
entire image. This study established a method which allows
to detect the damaged regions of the image and to perform
a restoration process on the damaged regions, based on
partial differential equations, thus achieving the construction
of a recovered image. The method proposed in this paper
could be applied to the restoration of grayscale and color
images and even of artwork.

Key words: Numerical analysis, image processing, heat
equation.

INTRODUCCION

La restauracién de imégenes, conocida como “inpainting”,
es el arte de mejorar la calidad de una imagen, compensan-
do o eliminando las distorsiones y el deterioro de la imagen.
Una restauracién ideal solamente puede ser llevada a cabo si
el proceso de deterioro se puede describir mateméticamente
(Klette & Zamperoni, 1996).

Durante el proceso de captura de una imagen suele haber
efectos indeseados, conocidos como ruido; en dichos ca-
sos, se suele modelar el tipo de dano ocasionado, como una
transformacién que afecta la imagen, que se denomina filtro
y de este modo, se puede construir una transformacién in-
versa, para corregir el dano generado (Klette & Zampero-
ni, 1996); no obstante, cuando el dano no afecta a toda la
imagen, sino parte de ella, como es el caso de imégenes en
las que algunas partes han sido recortadas, imagenes sobre
las cuales el paso del tiempo ha hecho estragos, imégenes
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con la fecha de registro, en casos como estos, aplicar un
filtro sobre la imagen completa no es conveniente, ya que
las regiones donde no se presenta dano también serian mo-
dificadas (Bertozzi & Schonlieb, 2011), por esta razén, es
necesario disefar una estrategia que permita detectar las re-
giones danadas en la imagen y llevar a cabo el proceso de
restauracién, solamente sobre dichas regiones.

Una imagen, mateméticamente, puede ser descrita mediante
una funcién que toma un punto de la imagen, , y le asigna un va-
lor numérico ; de este modo, la terna se denominaré pixel (Klette
& Zamperoni, 1996). El pixel se define, usualmente, como la me-
nor unidad homogénea de color; sin embargo, si una imagen se
amplia lo suficiente se podrén visualizar los pixeles y, cuando esto
ocurre, se dice que la imagen presenta pixelamiento.
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Considerando una imagen, es posible tomar una cuadricula
uniforme, de tal manera que cada cuadro representa un pixel
y al unir todos los pixeles, se obtendré la imagen completa,
de este modo, una imagen podré ser descrita mediante una
matriz de pixeles (Esakkirajan et al. 2011); normalmente, un
pixel es de tamano pequeno, en comparaciéon con toda la
imagen, por esta razén, es de esperarse que la representa-
cién matricial de una imagen sea de un tamano considera-
blemente grande.

En el caso en que la imagen es representada en blanco y
negro o en escala de grises, cada pixel guarda la informacién

de la intensidad de brillo que corresponde a la ubicacién en
la matriz que este ocupa (Jahne, 2005) (Imagen 1).

-
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Imagen 1. Imagen en blanco y negro, poster de la pelicula The Kid, 1921. Tomado y editado de http://www.popartuk.com.

En la imagen anterior, el valor es la intensidad almacenada
en el pixel que se encuentra en la posicion . El tamano de la
imagen es dado por , que corresponden al nimero de pixeles
de alto y de ancho de la imagen.

Cuando la imagen se encuentra a color, la representacién
descrita no es suficiente, ya que una matriz no basta para
mostrar todos los colores, por lo tanto, es necesario interpre-
tar la imagen mediante tres matrices (conocidas como més-
caras), las cuales, representan la intensidad de tres colores
especificos. Esta representacion, a través de las maéscaras
mencionadas, puede ser realizada mediante diversos forma-
tos; en particular, para imagenes digitales, se suele utilizar
RGB, constituida por los colores rojo(R), verde(G) y azul(B)
(Pratt, 2001) (Imagen 2).

Cabe destacar que las matrices R,G,B, correspondientes a
cada una de las méscaras, son de filasy columnas, pues la
imagen asociada a ellas contiene pixeles.

El manejo, a través de las tres maéscaras, es coherente, ya
que a partir de estas es posible generar los colores primarios
(amairillo, azul, rojo); el blanco, al tomar la méxima inten-
sidad de los tonos y, el negro, al considerar la ausencia en
la intensidad de cada tono. La informacién de cada pixel,
se encuentra restringida al formato en que se halle la ima-
gen,; por ejemplo, en el caso de una imagen en formato JPG,
cada pixel puede almacenar 8 bits de informacién numérica,
por lo tanto, esta en capacidad de tomar 2° posibles valores,
de donde se obtiene que la informacién de los pixeles varia
entre 0, para la minima intensidad y 255, para la méaxima
intensidad (Petrou & Petrou, 2010).
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Imagen 2. Guacamaya azul y amarilla, junto a su representacién RGB. Tomado y editado de www.iconosdevenezuela.com.

En este escrito, se muestra como se realiza la construcciéon
de la estrategia de restauraciéon, ademas, se observa el fun-
cionamiento del método al aplicarse sobre imégenes en
escala de grises (blanco y negro) y a color, las cuales, pre-
sentan pérdida de informacién en algunas regiones, que no
siempre son definidas mediante formas regulares; también
se muestra cémo el método logra determinar y clasificar las
regiones deterioradas de la imagen.

MATERIALES Y METODOS

La descripcién matemética de una imagen, se lleva a cabo
mediante el uso de matrices; la detecciéon de las regiones
danadas de la imagen, se realiza por la aplicacién de un fil-
tro de deteccién de bordes, que permite diferenciar regiones
danadas de regiones en buen estado.

Los bordes en una imagen son percibidos por el ojo huma-
no, como un cambio en la intensidad o el color, en ciertas
regiones de la imagen. El conocimiento de los bordes de la
imagen es necesario, para poder aplicar la técnica de res-
tauracion, por esta razon, se requiere diferenciarlos del resto
de la imagen; para ello, se representan los bordes, mediante
el color blanco, mientras el resto de la imagen, con color
negro; esta técnica es conocida como binarizacién (Burger
& Burge, 2009), que permite localizar facilmente los bordes.
En particular, si el borde representa una regioén cerrada, se
podré concluir si corresponde a una regién, en la cual, existe
un dano de algun tipo o se presenta una pérdida total de
informacioén.

El rastreo de los bordes de una imagen no es una técni-
ca simple, existen diversos algoritmos y técnicas de filtros
de deteccion de bordes, entre ellos, estan los siguientes:
Prewitt, Roberts, Laplaciano, Sobel, Canny (Pratt, 2001). En
este documento, se aplicaré el filtro Canny, ya que permite
detectar bordes fuertes y bordes débiles, ademés, de mini-

mizar la probabilidad de deteccién de bordes falsos, ocasio-
nados por ruido en la imagen (Canny, 1986).

El método de restauraciéon que se aplica estd basado en la
ecuacion del calor, descrita en 1822, por Joseph Fourier,
quién concluyd que, dada la informacién de la tasa de cam-
bio de la temperatura en el tiempo y ciertas condiciones ini-
ciales, es posible obtener una ecuacién que describa el com-
portamiento de la temperatura en un cuerpo (Weinberger,
2005), que es dada por:

aT (x,y,t) ; 0%T(x,y,t) N 0%T(x,v,t)
a dx2 dy?

Donde A, se denomina constante de conductividad térmica
del material, x, y son las variables espaciales, t es la variable
temporal, T representa la temperatura que se obtiene en el
punto x, y en el instante.

La ecuacién del calor, se aplica para realizar procesos de di-
fusién en la imagen (Sangeetha et al. 2011), por ello, per-
mite transmitir informacién de pixeles de regiones, en buen
estado, hacia las regiones de dano.

La ecuacién del calor considera el tiempo como parametro,
en este caso particular, el tiempo seré utilizado, de manera
discreta, como el nimero de iteraciones que se aplica del
método propuesto. El proceso de aplicacién de la ecuacién
del calor sobre la imagen, se lleva a cabo mediante la imple-
mentacién de métodos numéricos (Burden & Faires, 2002);
para tal fin, se podrian escoger diferentes métodos: los im-
plicitos, como el método de Crank-Nicolson (Crank & Nicol-
son, 1947), que es un método implicito de orden 2, incon-
dicionalmente estable para la ecuacién de calor (Thomas,
1995); sin embargo, considerar métodos implicitos implica-
ria aumentar el costo computacional, ademés de requerir un
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planteamiento més complejo de la implementacién del algo-
ritmo, en este caso, mediante el software Matlab, en com-
paracién con el método explicito, que es obtenido al aplicar
esquemas de diferencias finitas (Canale & Chapra, 2007).

El método explicito, se obtiene al considerar la siguiente dis-
cretizacion en diferencias finitas de la ecuaciéon del calor:

k k
Tij _ 2 TiZq,j

At [Ax]?

- 215+ Tk

k+1_
i+1,j

T:

k
ij i

k k
Tij—1 2T+ Tij4a
[Aay)?

Donde T es la matriz asociada a la imagen a restaurar.
Cabe destacar que este método se considera estable si

. (Sewell, 2005).
A< e

Debido a que el tiempo es dado por el nUmero de iteraciones
a aplicar y que cada componente de la matriz representa
un pixel, se puede considerar los valores At = Ax = Ay = 1
obteniendo asi la férmula explicita:

k+1_ 47k K k k K K
Tl = A[Ti—l,j + T — 4T+ T, + Ti,j+1] + Ti

. . . 1
Este esquema de diferencias es estable si a < 2 portal
razén, basta considerar o = L, , donde m y n corresponde
mn

al nimero de filas y columnas de la matriz T, respectivamente.

RESULTADOS Y DISCUSION

El criterio de restauracion, se basa en la idea de que los pi-
xeles deteriorados o partes de la imagen donde se present6
pérdida de informacién, pueden estar rodeados de pixeles en
perfecto estado, de los cuales, se podré tomar informacién
para predecir la intensidad que tenia cada pixel deteriorado
(Klette & Zamperoni, 1996), de este modo, se conseguira
describir el proceso de restauracién de imagenes, mediante
el siguiente algoritmo: representar la imagen matemética-
mente, procesar la imagen para detectar los bordes que la
componen, binarizar la imagen, con el fin de identificar los
bordes, identificar los bordes que corresponden a regiones
en las que se presenta pérdida de informacion, rellenar las
regiones de dano y aplicar la ecuacion del calor, para realizar
el proceso de difusiéon de informacién de los pixeles que ro-
dean las regiones de dano.

La restauracién de la imagen, se realiza mediante la ecuacién
del calor, los demas pasos, se llevan a cabo para detectar las
regiones de la imagen que deben ser restauradas. El proceso
de restauracion, se efecta inicamente sobre las regiones de
dano, en dos etapas: en la primera, cada pixel de la regién de
dano se restaura con la informacién de los pixeles contiguos
que no se encuentran en dicha region; en la segunda etapa,
los pixeles toman informacién de los pixeles vecinos, incluso,

aquellos dentro de la regién de dano, esto con el fin de dar
mayor solidez y uniformidad al color que toman las regiones
de dano.

Se debe mencionar que la ecuacién del calor es una ecua-
cién diferencial parabdlica (Fritz, 1981) y, por tal motivo,
presenta estado estacionario (Gockenbach, 2002); esto se
traduce, en que después de cierto numero de iteraciones, el
nuevo resultado no va a diferir considerablemente del resul-
tado anterior.

El estado estacionario también advierte que no es buena
idea aplicar la ecuacién del calor sobre toda la imagen, ya
que la imagen se ira degradando, hasta que al final, todos
los pixeles, alcanzan el color promedio de la imagen (Kimia
& Siddqi, 1996).

Para llevar a cabo el proceso de validacién del método de
restauracién, se considera una imagen en blanco y negro,
en perfecto estado, sobre la que se realizan algunos cortes,
generando, de este modo, algunas regiones de dano con
pérdida total de informacién. La imagen con las regiones
recortadas seré restaurada, de tal manera que, al final, se
compara la imagen restaurada con la imagen original, antes
de generar las regiones de dano (Imagen 3).

De la imagen 3, se observa el original junto con la imagen
después de aplicar danos sobre algunas regiones; en la parte
inferior, se observan los resultados al aplicar el filtro de de-
teccion de bordes Canny (1986). En la parte inferior derecha,
se percibe cdmo los bordes permiten rastrear las regiones de
dano, las cuales, una vez ubicadas, se rellenan para distin-
guirlas del resto de la imagen, permitiendo identificar sobre
qué lugares se va a aplicar la restauracion.

Al aplicar la ecuacién del calor, se estd migrando la informa-
cién de los pixeles; durante la primera iteracion, los puntos
del interior de la regién de dano tomarén la informacién de
los pixeles mas cercanos, que no presentan dano; sin embar-
do, en las demés iteraciones, tomarén la informacién de los
pixeles contiguos (Imagen 4).

En la imagen 4, se puede comparar la imagen original con la
imagen obtenida mediante la técnica de restauracién; cabe
destacar la leve difusién de los bordes de la imagen restaura-
da, lo cual, es consecuencia de la aplicacién de la ecuacién
del calor (Weickert, 2001).

Para cuantificar el dafio ocasionado, se calcula el error relati-
vo, como la distancia Frobenius (Gerald & Wheatley, 2004),
de la matriz asociada a la imagen original con la matriz aso-
ciada a la imagen danada, sobre la norma Frobenius de la
matriz original, obteniendo, de este modo, los resultados in-
dicados en la tabla 1.
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IMAGEN ORIGINAL

Imagen 3. Se puede apreciar una fotografia por restaurar, junto a sus bordes y las regiones de dano localizadas. Imagen
original tomada de plus.maths.org.

IMAGEMN RESTAURADA

IMAGEM ORIGIMNAL

Imagen 4. Imagen restaurada. Imagen original (tomada de plus.maths.org).
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Tabla 1. Resultados obtenidos en cada iteracion.

Iteracién

Error relativo

0

0,33199

0,15433

0,09433

0,07660

SN W N

0,07169

0,06823

0,06742

0,06642

0,06586

0,06586

10

0,06586

En la tabla anterior, se observa el error relativo en la restaura-
cién de la imagen en cada iteracién; se puede apreciar que,
a medida que aumenta el numero de iteraciones, el error
relativo disminuye; no obstante, a partir de la iteracién 8, el
error relativo no cambia, debido a que la ecuacién del calor
presenta estado estacionario y a la estabilidad del método
aplicado, por tal razén, se puede concluir que la imagen ha
quedado restaurada; el hecho de que el error relativo sea di-
ferente de O es debido a que la ecuacién del calor ha ocasio-
nado un efecto leve de difusién en los bordes de la imagen;
sin embargo, la validaciéon del método de restauracién se ha
llevado a cabo con un problema bastante simplificado, una
imagen en blanco y negro con regiones de dano genera-
das por formas geométricas; inmediatamente, surgen inte-
rrogantes acerca de la validez del método y si se obtendrén
resultados satisfactorios, al considerar una imagen a color,
cuyas regiones de dano sean dgeneradas a partir de figuras
irregulares.

Es necesario aplicar el método sobre una imagen que no
haya sido deteriorada intencionalmente, por ejemplo, una
imagen tomada de una obra que debe ser restaurada.

Se considera uno de los murales correspondiente a los fres-
cos de Neidhart, que fueron pintados a finales del siglo XIV,
en el salén de banquetes del comerciante Michel Menschein;
sin embargo, duenos posteriores decidieron cubrir las obras
con capas de yeso y pintura, dejandolas totalmente cubier-
tas. En 1979, durante una remodelacion fueron descubier-

tas las obras, lastimosamente, no se encontraban en muy
buen estado, debido a que pasaron alrededor de tres siglos
ocultas, siendo necesaria la intervenciéon de restauradores de
arte.

La restauracién de los frescos de Neidhart fue de gran im-
portancia cultural, ya que representan el ejemplo més anti-
guo de pintura mural, no religiosa, en Viena (Hohle & Ot-
tersbock, 1996); ademés de ser una ventana al pasado, que
permite conocer parte de la sociedad medieval del siglo X1V,
estas obras forman parte de la coleccion del Wien Museum.

A continuacién, se realiza el proceso de restauraciéon sobre
un fragmento de uno de los frescos, del mismo modo en
que se procedi6é con la imagen en blanco y negro. El proce-
samiento de la imagen, se efectia mediante la construccién
de las matrices RGB y para la deteccién de los bordes de la
imagen, se aplicard nuevamente el filtro Canny, puesto que
se ha comprobado que funciona de manera eficiente sobre
imégenes a color (Canny, 1986). El proceso de restauracién
de la imagen en blanco y negro seré también utilizado para
la restauracion de la imagen a color, de este modo, se llevara
a cabo el procesamiento, méscara por méascara, de manera
automaética (Imagen 5).

Los resultados obtenidos sobre la imagen 5 muestran que,
incluso con las geometrias intrincadas que presentan las re-
giones de dano en esta imagen, se lleva a cabo la restaura-
cién; sin embargo, algunas zonas no lograron ser identifi-
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IMAGEN SIN RESTAURAR

L f o

Imagen 5. Obra de arte por restaurar (tomada de plus.maths.org). Restauraciéon obtenida mediante el método propuesto.

cadas como regiones de dano; en esos casos, en los que la
restauracién no es automaética, se puede considerar la regién
afectada y realizar el proceso de difusién directamente, lo
cual, queda descrito como un problema de Dirichlet (Lars-
son & Thomée, 2009).

Se debe mencionar que la calidad de la imagen es baja, ade-
mas, que los colores no son muy intensos, debido al tiempo
en que los frescos estuvieron bajo yeso, por tal razén, es de
esperar un poco de sensibilidad en el rastreo de las regiones
de dano ocasionada, principalmente, por el filtro de detec-
cién de bordes (Canny, 1986).

La técnica descrita no es la Gnica manera de llevar a cabo
una restauraciéon, como también es preciso aclarar que el

método numérico, utilizado para resolver la ecuacién dife-
rencial parcial propuesta, no es el Gnico que permite llevar a
cabo este trabajo (Burger et al. 2009).

En trabajos futuros, es necesario contar con un filtro de de-
tecciéon de bordes més poderoso, como también se puede
considerar la aplicacién de una técnica que permita realizar
la restauracion, sin generar efectos de pérdida de calidad en
los bordes (Weickert, 2001).

Conflicto de intereses: El manuscrito fue preparado y revi-
sado con la participaciéon de todos los autores, quienes de-
claramos que no existe ningan conflicto de intereses, que
ponga en riesgo la validez de los resultados presentados.
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